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基于Hamilton-Jacobi方程的飞行器机动动作可达集分析

刘 瑛 1, 2 杜光勋 1 全 权 1 田云川 2

摘 要 为了给驾驶员完成标准机动动作提供决策支持, 提出一种使用哈密尔顿 –雅克比 (Hamilton-Jacobi) 方程求解机动

动作可行状态空间的研究方法. 使用关键点将机动动作划分为不同阶段, 将各关键点的标准状态约束作为目标集, 逆时间求解

目标集对应的可达集得到各阶段的边界状态范围, 目标集和可达集均由零水平集表示. 使用该方法得到斤斗动作三维度运动

模型下各阶段的可达集及斤斗动作的可行状态空间, 为了使运动模型的控制量与驾驶员实际操纵更为接近, 构建了以迎角变

化率为控制量的四维度运动模型, 在此基础上对斤斗动作各阶段的可达集进行了分析.
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Reachability Calculation for Aircraft Maneuver Using

Hamilton-Jacobi Function

LIU Ying1, 2 DU Guang-Xun1 QUAN Quan1 TIAN Yun-Chuan2

Abstract To help the pilots make decisions for aircraft maneuvers, a reachability analysis method using Hamilton-Jacobi

partial differential equation is proposed in this paper. The aircraft maneuver is divided into several phases based on the

key points. The restricted set of aircraft states at each key point is seen as the target set, and then a reachable set can

be obtained by solving the Hamilton-Jacobi partial differential equation. The target set and the reachable set are both

described by zero level set. For the three dimensional dynamical model of the aircraft, the reachable set of each key point

and the feasible state space of the whole loop maneuver have been achieved. In order to make the analysis results more

easy to use in practice, a four dimensional dynamical model of the aircraft which takes the rate of the angle of attack as

the control parameter is formulated. Based on the four dimensional dynamical model, the reachable set is analyzed by

means of the proposed method.
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驾驶员是人–机–环系统的核心环节, 是飞行控
制的主体[1]. 机动动作则是飞行训练及空战过程中
飞行航迹的基本构成要素. 飞行人员认为在空战机
动动作或机动动作的组合过程中, 动作偏差的累积
将会导致状态参数的偏差不断增大, 当偏差增大到
一定程度将导致动作改出, 使得机动任务无法完成.
因此, 确定机动动作过程中的可行状态范围是完成
标准机动动作的重要保证, 同时也是保证机动动作
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安全性的重要条件.
飞行大纲对标准机动动作的完成过程有明确的

规定, 即要求驾驶员在完成机动动作过程中在一系
列关键点满足状态参数的约束. 然而, 在实际的飞行
过程中, 驾驶员很难依据当前状态判断是否能够在
关键点满足标准状态的要求. 因此, 本文立足于确定
能够在各关键点满足标准状态约束的状态参数空间,
若状态参数在该空间范围内, 则必然存在控制量使
状态在某个时间内满足关键点标准状态约束. 该范
围是驾驶员能够完成标准机动动作的可行状态范围,
也是机动动作偏差修正的边界状态范围. 若状态参
数超出该范围则无论采用怎样的控制量均无法完成

标准机动动作. 该边界范围的确定为驾驶员判断能
否完成标准机动动作提供了依据.
为了确定在关键点满足标准状态的约束的可行

状态空间, 使用可达集分析的方法, 该方法对高阶系
统及非凸性问题具有较好的适应能力[2−3]. 在国外,
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可达集分析在保证飞行安全方面已有相关的应用.
文献 [4] 将该方法用于四旋翼直升机后翻机动安全
操纵范围的确定中, 将整个机动动作划分为不同的
模式, 针对不同模式下状态参数的约束条件确定其
对应的可达集, 为机动动作安全控制律的设计提供
支持; 文献 [5] 将可达集用于着陆过程的研究中, 得
到着陆过程不同阶段的可达集, 并分析了模式转换
对可达集的影响; 文献 [6] 以配平状态作为目标集,
得到机动动作配平状态下的安全飞行包线. 另外,
可达集在追逃问题[7]、多飞行器避障问题[8]、重型

车辆编队安全集计算[9]、空中加油过程中安全性分

析[10] 以及移动物体的追踪问题[11] 中均得到有效的

应用. 在国内, 可达集在其他领域有着较广泛的应
用[12−13].

本文以为驾驶员完成标准机动动作提供决策支

持为目标, 将可达集分析的方法应用于机动动作安
全性分析中, 这里的安全性指的是能否按照飞行大
纲要求完成一个标准机动动作. 所做的主要工作包
括以下三个方面: 1) 使用关键点划分机动动作, 将
各关键点的标准状态约束定义为目标集, 使用可达
集表示在某个时间内能够进入目标集的边界状态范

围; 2) 目标集和可达集均由水平集函数描述, 因此
将可达集的计算转化为求解 Hamilton-Jacobi 方程
的终值问题[14], 并利用Mitchell 的水平集工具箱[15]

具体实现; 3) 在仿真实验部分以典型纵向机动动作
斤斗为例进行分析, 构建了不同控制量条件下三维
度及四维度纵向机动模型, 对各阶段可达集对应的
边界状态范围进行了分析, 同时, 针对三维度机动模
型给出了标准斤斗动作的可行状态空间.
本文的主要创新工作为将基于 Hamilton-

Jacobi 方程的可达集分析方法应用于机动动作安
全性分析中, 具体以典型纵向机动动作斤斗动作为
例进行分析, 得到斤斗动作三维度及四维度运动模
型下的可达集, 为驾驶员完成标准机动动作及动作
偏差的修正提供决策支持.

1 可达集计算

1.1 可达集

飞行器的动态特性可以表示为以下常微分方程

的形式[16]:

ẋxx = f(xxx, t,uuu) (1)

其中, xxx ∈ Rn 表示 n 维状态空间, t 为时间, uuu ∈ U

表示系统的控制量,向量场 f : Rn×[0, T ]×U → Rn

有界且为 Lipschitz 连续的.
可达集的定义为:
定义1. 对于由式 (1) 表示的系统, 给定目标集

G0 ∈ Rn, 可达集 Pτ (G0) ∈ Rn 表示能够在控制量

uuu ∈ U 的作用下在时间 t ∈ [0, τ ] 进入目标集的状态
的集合.

由定义可知对于状态 xxx ∈ Pτ (G0), 必然存在控
制量 uuu, 使 xxx 在经过时间 t 后进入目标集 G0. 但对
于 Pτ (G0) 的补集, 即 (Pτ (G0))c 则无论采用怎样的

控制量均无法进入目标集, 因此, (Pτ (G0))c 也可以

称作不可达集合. 目标集与可达集之间的关系可由
图 1表示.

图 1 目标集与可达集的关系

Fig. 1 The relationship between target set and reachable

set of the stages

图 1 中, ξf (·) 表示由式 (1) 得到的状态的轨迹,
u1, u2, u3 表示控制量, 状态 x1, x2 ∈ Pτ (G0) 则存
在对应的控制量 u1, u2, 使状态在时间 t 内进入目标

集G0. 状态 x3 在可达集范围之外, 则无论采用怎样
的控制量均无法使其进入目标集 G0.
目标集及可达集由水平集方法计算得到. 水平

集方法是计算动态隐式曲面演变的一类数值算法.
其主要思想是将移动形变的曲线作为零水平集嵌入

到更高一维度的函数中, 由封闭超曲面的演化描述
曲线的演化. 水平集方程可以表示为

∂φ(xxx, t)
∂t

+ f · ∇φ = 0 (2)

其中, ∇φ 为梯度, φ(xxx, t) 为水平集函数且为 Lips-
chitz 连续的. 水平集函数首先为隐函数, 这一形式
有利于描述可达集的演化过程; 另外, 水平集函数为
符号距离函数, 对于一个有界开区域 Ω ∈ Rn, 该区
域的边界为 ∂Ω ∈ Rn, 水平集函数可以表示为

φ(xxx, t) < m, xxx ∈ Ω

φ(xxx, t) = m, xxx ∈ ∂Ω

φ(xxx, t) > m, xxx /∈ Ω (3)

目标集及可达集的边界可由水平集函数的零水平

集[17] 表示, 即式 (3) 中 m = 0. 目标集 G0 可由水

平集函数表示如下:

G0 = {xxx ∈ Rn|φ(xxx, 0) ≤ 0} (4)

要确定目标集 G0 在向量场 f 作用下的可达集,
可以通过求解 Hamilton-Jacobi 方程的粘性解得到,
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Hamilton-Jacobi 方程可以表示为

∂φ(xxx, t)
∂t

+ min[0,H(xxx, p)] = 0,xxx ∈ Rn, t < 0

φ(xxx, t) = φ(xxx),xxx ∈ Rn, t = 0
(5)

其中, Hamilton 函数 H(xxx, p) 为

H(xxx, p) = max
uuu∈U

pTf(xxx, t,uuu) (6)

式 (6) 中, p 为哈密尔顿协态, 表示为 p = ∂φ(xxx,t)

∂xxx
,

f(·)为向量场,即由式 (1)表示的状态方程. 使式 (6)
取得最大值的控制量可以表示为

u∗(xxx, p) = arg max pTf(xxx, t, u) (7)

将最优控制量代入式 (5) 求得可达集, 可达集可以
表示为

Pτ (G0) = {xxx ∈ Rn|φ(xxx, τ) ≤ 0} (8)

由式 (7) 和式 (8) 可知, 最优控制量 uuu∗ 是使可达集
达到最大的控制量. 下面介绍可达集的具体求解方
法.

1.2 可达集的计算

式 (5) 为一阶双曲型偏微分方程, 首先, 使用
网格对状态空间进行划分, 对于相邻网格点 xi,
xi+1, xi−1 可得到以下左导数及右导数的形式:

p− = D−
x φ(xi, t) =

φ(xi, t)− φ(xi−1, t)
xi − xi−1

p+ = D+
x φ(xi, t) =

φ(xi+1, t)− φ(xi, t)
xi+1 − xi

(9)

使用 Lax-Friedrichs 格式得到 Hamilton 函数的近
似值, 具体为

H(xxx, p+, p−):=H

(
xxx,

p+ + p−

2

)
− 1

2
kT(p+ − p−)

(10)

其中, p+, p− 由式 (9) 给出, 对于状态空间的第 i 个

维度 ki 可以表示为

ki = max
pi∈[pi min,pi max]

∣∣∣∣
∂H

∂pi

∣∣∣∣ (11)

其中, pi min = min(p+
i , p−i ), pi max = max(p+

i , p−i ),
即第 i 个维度上左导数 p+

i 与右导数 p−i 的最小值
与最大值. 将式 (11) 及式 (10) 代入式 (9), 结合式
(5) 最终求得可达集. 但在不同的模式下, 将得到不
同的可达集, 在时间模式[5] 下, 时间 τ 预先给定, 由
t = 0 开始逆时间求解可达集直至 t = τ 结束, 此

时的可达集不一定收敛, 即 H(xxx, p) 不一定为 0; 而
在收敛模式[7] 下, 可达集则是一个收敛的集合, 由
t = 0 开始逆时间求解直至 H(xxx, p) ≈ 0, 此时的逆
时间 τ 为收敛时间.
为了保证 Hamilton-Jacobi 方程解的稳定性,

利用 Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) 条件限制偏
微分方程求解过程中的时间步长及状态空间划分的

网格比. CFL 条件[18] 可由下式表示:

∆t
n∑

i=1

|fi(x, t)|
∆x

< λ (12)

式中, 0 ≤ λ ≤ 1, 通常情况下令 λ = 0.9, n 表示状

态空间的维度.

2 机动动作可达集分析

2.1 机动动作

机动动作是指在给定的初始和限制条件下, 按
照一定的控制参数变化规律进行的机动动作[19]. 主
要用于空战中, 其目的是规避敌方威胁并使我方占
据有利态势.
按航迹划分机动动作可以分为铅垂面内的机动

动作、水平面内的机动动作及空间机动动作[20]. 铅
垂面内的机动动作是指飞机的对称平面始终与飞行

速度矢量所在的铅垂平面相重合的动作, 如斤斗、俯
冲、跃升等. 水平面内的机动动作着重体现了飞机
的方向机动性, 最常见的水平机动是盘旋, 即飞机在
水平面内连续转弯不小于 360◦ 的机动飞行. 空间机
动动作也称为横侧向机动, 是同时改变飞行速度、高
度和方向的空间特技飞行, 其特点是飞行轨迹不仅
在水平面内的投影是弯曲的, 而且还有高度的变化.
在对机动动作的研究中, 我们使用关键点标识

整个动作, 关键点是指驾驶员完成机动动作过程中
需要进行状态参数判断的关键位置, 驾驶员需要通
过一系列操纵使状态参数在关键点达到标准状态参

数的要求, 进而完成一个标准机动动作.

2.2 斤斗动作可达集

2.2.1 飞行器动态特性

对机动动作进行研究的过程中, 以典型的纵向
机动动作斤斗为例进行分析. 斤斗动作能够发挥飞
机的纵向机动性能, 在垂直机动中改变机动方向, 实
现在空战中占据主动态势的目的.

在对斤斗动作可达集的研究中, 我们不考虑飞
机自身的转动特性, 即假定驾驶员的操纵将直接改
变迎角 α, 同时, 由于斤斗动作为纵向机动, 不考虑
横侧向通道状态参数的变化. 使用气流坐标系下的
质点运动方程描述斤斗动作控制量与状态参数之间

的关系. 状态参数包括速度 V、航迹倾角 γ 以及飞
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行高度 h, 控制量为迎角 α 及发动机推力 T . 纵向机
动中飞机受到重力 G、推力 T、阻力 D、升力 L 的

作用. 与式 (1) 对应的斤斗动作三维度质点运动方
程可以表示为




V̇

γ̇

ḣ


 =




1
m

(T cos α−D −mg sin γ)

1
mV

(T sinα + L−mg cos γ)

V sin γ




(13)

式 (13) 中以迎角 α作为控制量, 即认为驾驶员的操
纵将直接改变 α. 然而, 在实际的纵向机动动作操纵
过程中, 驾驶员首先通过拉杆或推杆操作使副翼发
生偏转, 改变飞机的受力, 进而使飞机的状态发生改
变, 为了使运动方程与实际的操纵情况更加接近, 使
用迎角变化率 α̇ 作为控制量, 用符号 c 标识. 得到
以下四维度质点运动方程




V̇

γ̇

ḣ

α̇




=




1
m

(T cos α−D −mg sin γ)

1
mV

(T sinα + L−mg cos γ)

V sin γ

c




(14)

2.2.2 斤斗动作阶段划分及目标集

飞行大纲中对于一个标准的斤斗动作有明确的

要求, 依据飞行大纲的要求, 使用关键点将斤斗动作
前半段划分为三个阶段, 并用航迹倾角 γ 标识各关

键点, 大纲中仅对斤斗动作前半段给出了状态的约
束, 对后半段并没有具体的要求, 原因在于若斤斗动
作在前半段满足状态的约束, 则能够按照训练或空
战意图完成一个标准斤斗动作. 斤斗动作阶段的划
分如图 2 所示.

图 2 斤斗动作阶段划分

Fig. 2 The stages division of the loop maneuver

飞行大纲中对标准斤斗动作在各关键点应满足

的状态约束有明确的规定, 依据飞行大纲的要求, 斤
斗动作三个阶段关键点的标准状态约束由表 1给出.
四维质点运动方程中迎角 α 为状态参数, 因此, 在关
键点加入了对 α 的约束. 这里将斤斗动作三个阶段
关键点的状态的约束定义为目标集.
斤斗动作三个阶段的目标集及可达集均要在动

作对应的飞行包线范围内, 该飞行包线决定了求解
可达集的状态空间的大小. 依据某型飞机技术手册,
斤斗动作的飞行包线以及控制量的取值范围如表

2所示.
对斤斗动作飞行包线确定的状态空间使用笛卡

尔网格进行划分, 笛卡尔网格能够处理具有复杂外
形的运动边界问题. 计算过程中由于时间复杂度将
随着维度及网格数的增加急剧增长, 同时网格比对
计算的速度及精度也有较大影响. 综合考虑各种因
素, 结合 CFL 条件, 各维度上网格数及仿真步长如
表 3 所示.

2.2.3 斤斗动作可达集

在以上工作的基础之上, 针对各阶段的目标集
求解对应的可达集. 斤斗动作过程中不考虑外界扰
动的影响, 因此, 结合式 (13) 及式 (14) 得到三维度
及四维度运动模型下的 Hamilton 函数 H(x, p)三
维度运动模型下可以表示为

H(x, p) =

p1

T ∗ cos α∗ −D −mg sin γ

m
+

p2

T ∗ sinα∗ + L−mg cos γ

mV
+ p3V sin γ (15)

四维度运动模型下 H(x, p) 可以表示为

H(x, p) =

p1

T ∗ cos α∗ −D −mg sin γ

m
+

p2

T ∗ sinα∗ + L−mg cos γ

mV
+ p3V sin γ + p4c

∗

(16)

式中, p1, p2, p3, p4 分别为水平集函数 φ(x, t) 对状
态参数 V , γ, h, α 的偏导.
斤斗动作过程中, 发动机推力始终为常值, 当

0◦ ≤ γ < 130◦ 时, 发动机推力 T = Tmax, 当
130◦ ≤ γ ≤ 180◦时, 推力 T = 0.5Tmax. 因此,
仅需要确定三维质点运动方程条件下最优迎角 α∗

的取值及四维质点运动方程条件下最优迎角变化率

c∗ 的取值. 下面对式 (15) 及式 (16) 中的 α∗ 及 c∗

进行讨论.
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表 1 关键点状态约束条件

Table 1 The range of state variables at the key points

Key points Three dimensional dynamical model Four dimensional dynamical model

1

213m/s ≤ V ≤ 231m/s

30◦ ≤ γ ≤ 40◦

2 450m ≤ h ≤ 2 550m

213m/s ≤ V ≤ 231m/s

30◦ ≤ γ ≤ 40◦

2 450m ≤ h ≤ 2 550m

6◦ ≤ α ≤ 10◦

2

213m/s ≤ V ≤ 231m/s

110◦ ≤ γ ≤ 120◦

3 500m ≤ h ≤ 3 700m

213m/s ≤ V ≤ 231m/s

110◦ ≤ γ ≤ 120◦

3 500m ≤ h ≤ 3 700m

10◦ ≤ α ≤ 13◦

3

110m/s ≤ V ≤ 130 m/s

170◦ ≤ γ ≤ 180◦

3 900m ≤ h ≤ 4 000m

110m/s ≤ V ≤ 130m/s

170◦ ≤ γ ≤ 180◦

3 900m ≤ h ≤ 4 000m

8◦ ≤ α ≤ 11◦

表 2 斤斗动作飞行包线及控制量的取值范围

Table 2 Aerodynamic envelope and the range of control variables

Aerodynamic envelope Control variables

Three dimensional dynamical model

90 m/s ≤ V ≤ 240m/s

0◦ ≤ γ ≤ 180◦

1 800 m ≤ h ≤ 4 200m

−2◦ ≤ α ≤ 21◦

Four dimensional dynamical model

90m/s ≤ V ≤ 240m/s

0◦ ≤ γ ≤ 180◦

1 800m ≤ h ≤ 4 200m

−2◦ ≤ α ≤ 21◦

−0.35 ≤ c ≤ 0.35

表 3 状态空间网格划分

Table 3 Grid division of the state space

Parameters Speed Flight path angle Height AOA

Range 90m/s ≤ V ≤ 240m/s 0◦ ≤ γ ≤ 180◦ 1 800m ≤ h ≤ 4 200m −2◦ ≤ α ≤ 21◦

Grid number 250 180 500 24

Step size 1 1 4.8 1

令 h(x, p) = pTf(x, t, u), 三维质点运动方程条
件下最优迎角 α∗ 可通过对 h(x, p) 求偏导得到:

∂h

∂α
= −p1

m

(
T sinα +

∂D

∂α

)
+

p2

mV

(
T cos α +

∂L

∂α

)
(17)

通过对式 (17) 的分析, 得到以下定理:
定理1. 针对式 (13) 表示的三维度质点运动模

型, 使 Hamilton-Jacobi 方程取得最大值的迎角 α∗

在不同条件下为

1) 当 p1 < 0, p2 > 0 或 p1 < 0, p2 < 0 时,

α∗ = αmax 或 α∗ = αmin;
2) 当 p1 > 0, p2 > 0 且 ∂h

∂α
|α=0 < 0 或

∂h
∂α
|α=αmax > 0 时, α∗ = αmin;

3)当 p1 > 0, p2 > 0且 ∂h
∂α
|α=0· ∂h

∂α
|α=αmax < 0

时, α∗ = α.
定理 1 的具体证明在附录 A 中.
四维质点运动方程条件下的最优迎角变化

率 c∗, 可由式 (16) 得到, 为使式 (16) 取得最大
值, 最优的迎角变化率为 c∗ = cmaxsgn(p4) 或
c∗ = cminsgn(p4).
将最优控制量代入 Hamilton 函数, 进而由式

(16) 求得各阶段的可达集, 状态在可达集范围内则
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存在控制量使状态在时间 τ 内满足该阶段关键点标

准状态约束. 三维质点运动方程目标集及可达集是
一个由 (V, γ, h) 组成的三维状态空间的子集, 对于
四维质点运动方程则是一个由 (V, γ, h, α) 组成的四
维状态空间子集.

2.3 斤斗动作可行状态空间

斤斗动作三个阶段的目标集与可达集彼此独

立, 而机动动作过程是一个连续的过程, 因此, 为
了得到标准斤斗动作的边界状态空间, 需要对各阶
段进行更细致的划分, 使相邻阶段目标集与可达集
之间满足 Gn−1 ⊂ Pτ (Gn). 对于 Pτ (Gn−1) 中的
状态, 必然存在控制量能够使其进入目标集 Gn−1,
对于 Pτ (Gn) 中的状态也必然存在控制量使其进
入 Gn, 而 Gn−1 为 Pτ (Gn) 的子集也就保证了对于
Pτ (Gn−1) 中的状态必然存在控制量能够使其进入
目标集 Gn. 标准斤斗动作的可行状态空间为各阶段
的可达集的并集.

驾驶员在完成机动动作的过程中不可能频繁的

改变控制量, 因此, 我们假定控制量在某个阶段是一
定的, 不同的机动动作阶段的划分会不同, 应依据飞
行大纲及驾驶员的经验具体确定. 对于斤斗动作依
据驾驶员的经验以 10◦ 航迹倾角作为一个阶段, 通
过对实际数据的统计得到各阶段的标准状态参数范

围作为目标集, 分别求得对应的可达集, 斤斗动作的
可行状态空间即由这 18 个阶段可达集的并集组成.
这里需要指出的是, 对于各阶段的逆时间 τ , 通过对

实际数据的统计得到, 但这里并不要求各阶段的可
达集一定收敛, 因此, 此时的可达集为时间模式下的
可达集.

3 仿真实验及分析

以标准斤斗动作为研究对象, 首先, 在三维度质
点运动方程条件下, 分析了三个阶段关键点标准状
态约束对应的可达集; 之后, 将斤斗动作各阶段进行
更细致的划分, 得到相邻阶段的可行状态范围, 该范
围的并集构成了标准斤斗动作的可行状态空间; 最
后, 分析了四维度质点运动方程条件下, 三个阶段的
可达集. 通过以上实验结果的分析, 为驾驶员完成标
准斤斗动作及动作偏差的修正提供决策支持.

3.1 三维质点运动方程可达集分析

三维质点运动方程条件下, 以斤斗动作三个阶
段关键点标准状态约束作为目标集, 最优迎角 α∗ 的
取值具体是通过将迎角范围进行离散化, 依次取值
并计算对应的可达集, 使可达集达到最大的迎角作
为最优迎角, 由此可以看到, 计算可达集的过程实际
上是寻找最优控制量使可达集达到最大的过程. 将
α∗ 及发动机推力 T 代入 Hamilton-Jacobi 方程求
得各阶段的可达集. 各阶段的可达集及其顶视、前
视图如图 3 所示. 图 3 中的绿色区域为三个阶段的
目标集, 对应于表 1 中三维质点运动方程条件下关
键点的状态约束, 红色区域为各阶段的可达集.
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图 3 三维度可达集顶视图及前视图

Fig. 3 The three dimensions reachable set of each stage and the corresponded top view and front view

由图 3 中各阶段的顶视图可知, 可达集随着航
迹倾角的减小, 对应的速度逐渐增大, 因此当 γ 较小

时需要较大的速度保证状态在关键点满足目标集约

束; 由图 3 中的正视图可知, 随着高度的减小, 速度
逐渐增大, 即在低高度时需要较大的速度, 以保证在
关键点满足标准状态约束. 表 4 给出了三个阶段可
达集对应的状态参数的范围.

3.2 斤斗动作可行状态空间分析

在三维质点运动方程条件得到斤斗动作可行状

态空间. 以 10◦ 航迹倾角作为一个阶段, 斤斗动作的
可行状态空间由 18 个阶段可达集的并集组成. 如图

4 所示, 图 4中红色区域为可达集, 绿色区域为前一
个阶段的目标集. 图 4 (a) 表示第一阶段可达集与初
始状态的交集, 其他子图的含义与图 4 (a) 一致, 仅
阶段不同.

由图 4 可知, 对于相邻阶段, 前一个阶段的目标
集均在后一个阶段的可达集范围内, 即在前一个阶
段, 状态满足目标集状态约束, 则必然存在控制量使
状态进入下一个阶段的目标集. 另外, 相邻阶段的可
达集存在交集, 对于交集中的状态在不同控制量的
作用下能够进入不同阶段的目标集, 此时驾驶员可
以通过操纵使状态进入任一阶段的目标集,由于可达
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图 4 斤斗动作各阶段的安全状态空间

Fig. 4 The safe state space of the loop maneuver
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表 4 可达集对应的状态参数范围

Table 4 The range of state variables corresponding with

the reachable set

Stage Range of the state parameters

1

213m/s ≤ V ≤ 236m/s

25◦ ≤ γ ≤ 40◦

2 440m ≤ h ≤ 2 550m

2

150m/s ≤ V ≤ 235m/s

90◦ ≤ γ ≤ 120◦

3 410m ≤ h ≤ 3 700m

3

110 m/s ≤ V ≤ 130m/s

170◦ ≤ γ ≤ 180◦

3 900m ≤ h ≤ 4 000m

集为边界状态范围, 因此这种情况的出现具备合理
性. 由图 4 (a)∼ (n)可知, 航迹倾角及速度的范围处
于增大的趋势, 但对于各子图中的航迹倾角切面, 高
度及速度的范围在逐渐减小. 可见, 随着动作的进行
可行状态参数的边界范围在增大, 但在某个航迹倾
角条件下, 需要驾驶员更为精确的操纵, 以保证状态
在边界范围内. 由图 4 (o)∼ (r) 可以看到, 可行状态
范围在逐渐减小, 但对于各子图中的航迹倾角切面,
高度、速度的范围在增大, 因此, 在某个航迹倾角条
件下驾驶员有更大的操纵余度. 分析图 4 (l)∼ (r) 的
可行状态范围, 可见随着航迹倾角的减小, 可行的
高度及速度范围也在逐渐减小, 因此, 对于图 4 (l)
∼ (r) 对应的各阶段当航迹倾角较小时, 需要驾驶员

进行精确的操纵.

3.3 四维质点运动方程可达集分析

为了使运动模型的控制量与驾驶员实际的操纵

更为接近, 构建四维度质点运动方程. 四维度质点运
动方程条件下, 以迎角变化率 c 作为控制量, 最优迎
角变化率 c∗ 取边界值, 将 c∗ 及 T 代入 Hamilton-
Jacobi 方程得到三个阶段的四维度可达集. 为了便
于显示, 从迎角维度进行切片, 得到各阶段的三维度
目标集与可达集.
图 5 为第一阶段的目标集与可达集, 其中绿色

区域为不同迎角下的目标集, 红色区域为可达集. 对
应的迎角取值范围为 α ∈ [9◦, 12◦]. 从图 5 中可以
看到第一阶段迎角的变化对可达集的影响并不十分

明显, 仅在高度维度略有差别.
第二阶段的目标集与可达集如图 6 所示, 迎角

的变化范围 α ∈ [13◦, 15◦]. 图 6 中可以看到, 不同
迎角剖面的可达集范围并没有明显区别. 但对于各
子图中的航迹倾角切面, 可达集的范围随着航迹倾
角的减小在不断减小, 因此, 对于第二个阶段的初始
阶段, 需要驾驶员进行精确操纵以保证状态在可达
集范围内.
第三阶段目标集与可达集如图 7 所示, 该阶段

迎角的变化范围 α ∈ [11◦, 13◦]. 不同迎角剖面可达
集范围的变化并不明显. 另外, 但对于各子图的高
度剖面, 可达集的范围随着高度的降低明显减小, 因
此, 在第三阶段的初始阶段, 同样要求驾驶员精确操
纵, 保证状态在可达集范围内.

图 5 第一阶段四维度可达集

Fig. 5 The reachable set of the first stage under the condition of four dimension motion equation
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图 6 第二阶段四维度可达集

Fig. 6 The reachable set of the second stage under the condition of four dimension motion equation

图 7 第三阶段四维度可达集

Fig. 7 The reachable set of the third stage under the condition of four dimension motion equation

4 结论

本文以机动动作为研究对象, 使用可达集分析
的方法得到标准机动动作的边界状态范围, 为驾驶
员完成标准机动动作提供决策支持. 主要结论如下:

1) 机动动作的可达集是实现标准机动动作的边
界状态范围, 同时也是机动动作修正的边界范围, 具
体通过求解 Hamilton-Jacobi 方程实现;

2) 基于三维质点运动方程得到斤斗动作三个阶
段的可达集及动作的边界状态空间. 边界状态空间
确定需要对斤斗动作各阶段进行更细致的划分, 是
各阶段可达集的并集;

3) 四维度质点运动方程与驾驶员实际操纵情况
更为接近, 以迎角变化率为控制量得到斤斗动作三
个阶段的可达集. 驾驶员在完成动作的过程中要关
注各阶段边界状态范围的变化, 调整控制量以保证
状态在可达集范围内.

附录A

证明. 对于式 (17)
∂h
∂α

= − p1
m

(T sin α+ ∂D
∂α

)+ p2
mV

(T cos α+ ∂L
∂α

) T sin α+
∂D
∂α

≥ 0,T cos α + ∂L
∂α

≥ 0, 此时

若 p1 > 0, p2 < 0, 则 ∂h
∂α

≤ 0, 此时, h 为单调递减函

数, 迎角最优值为 α∗ = 0;

若 p1 < 0, p2 < 0, 则 ∂h
∂α

≥ 0, 此时 h 为单调递增函数,

迎角最优值为 α∗ = αmax;

若 p1 < 0, p2 < 0 或 p1 > 0, p2 > 0, 无法判断 ∂h
∂α
正

负情况, 此时需要对二阶导的正负情况进行讨论.

二阶导形式为
∂2h
∂α2 = − p1

m
(T cos α + ∂2D

∂α2 )− p2
mV

(T sin α + ∂2L
∂α2 )

若 p1 < 0, p2 < 0, 则 ∂2h
∂α2 > 0, 此时 h(x, p) 不存在局

部最大值, 则 α∗ = αmax 或 α∗ = 0;

若 p1 > 0, p2 > 0, 则 ∂2h
∂α2 < 0, ∂h

∂α
为单调递减函数, 此

时

若 ∂h
∂α
|α=0 < 0, α∗ = 0;

若 ∂h
∂α
|α=αmax > 0, α∗ = 0;

若 ∂h
∂α
|α=0 · ∂h

∂α
|α=αmax < 0, 则需要求解 ∂h

∂α
= 0. ¤
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