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考虑惯性积时多旋翼的可控性分析与度量方法
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　　摘　要：多旋翼飞行器每个旋翼只能提供单一方向的力，其可控性分析与度量问题有其特殊性。在已有研究

的基础上，研究了多旋翼飞行器在惯性积不可忽略时的可控性分析方法。进一步地，提出了一种新的多旋翼飞行

器可控性度量指标。与文献中已有指标相比，本文所提的指标不仅具有已有指标的功能，而且还能够反应飞行器

惯性积的改变对其可控度的影响。最后，仿真结果表明了所给出的可控性分析方法以及可控性度量指标的有

效性。
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０　引　言

　　近年来，多旋翼飞行器由于在监控、搜救、航拍等行业

的广泛应用而得到大家的普遍关注［１４］。除了小型多旋翼

外，大型的、能载人或货物的多旋翼飞行器也开始出现。由

于多旋翼简单易用，且可以垂直起降，一般来说多旋翼的使

用范围与人类居住范围交叉。如果多旋翼（尤其是大型多

旋翼）在飞行过程中坠机，可能会对地面人员的生命安全造

成威胁。多旋翼在飞行过程中，常常遇到风干扰、旋翼系统

故障或失效等威胁。另外，外加负载使得飞行器重心不在中

心，也会对飞行器的飞行安全带来威胁。因此，很有必要研

究多旋翼飞行器在受到这些未知威胁时的安全控制问题［５］。

已有文献通常研究飞行器在有执行器故障或失效时的

容错控制［６］问题，读者可以通过综述［７８］了解详细情况。近

年来，也有一些研究开始关注飞行器在有执行器故障或失

效时的本质属性问题，比如可控性（有时也称可重构性）问

题［５，９１０］。本文在这里所说的可控性，指的是卡尔曼所提出

的状态可控性［１１］，其定义如下：对于线性时不变系统狓＝犃狓＋

犅狌，其中狓∈犚
狀，犃∈犚

狀×狀，犅∈犚
狀×犿，狌∈犚

犿，如果对状态空

间中任一状态狓（狋０），存在一个定义在有限时间狋１＞狋０ 上的

容许控制狌（狋０，狋１），能使状态狓（狋０）转移到零，则称系统是可

控的。如果飞行器在受到旋翼系统故障或失效、外加负载

等扰动时本身变得不可控，那么不论采用何种控制方法都

不能够恢复对飞行器的控制。从另一个角度来看，飞行器

可控的程度越高，系统越容易控制。可控度可以用来度量

一个系统可控的程度。

文献中已经有很多可控度的研究成果［１２］，其中文

献［１３ １４］给出的状态范数可控度得到了学者的关注。
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但是状态范数可控度依赖于状态恢复时间和对时间离散化

的精细程度。恢复时间越长，离散化越精细，计算状态范数

可控度的时间越长，消耗资源越大。为了解决这个问题，文

献［５］以多旋翼为对象，研究了其可控性的度量新方法，旨

在寻找一种能够在一定程度上反映状态范数可控度的大

小，并且不依赖于恢复时间的可控度指标。由于多旋翼飞

行器的每个旋翼只能提供单一方向的升力，所以其受到正

约束。文献［５］针对多旋翼飞行器给出了一种基于正可控

性理论的可控性判定方法，并基于可控度的基本思想定义

了一个剩余控制能力指标（ａｖａｉｌａｂｌｅｃｏｎｔｒｏｌａｕｔｈｏｒｉｔｙｉｎ

ｄｅｘ，ＡＣＡＩ））。当多旋翼飞行器的物理参数等不变时，

ＡＣＡＩ指标越大则系统状态控制能力越大，进而状态范数

可控度越大，而且不依赖于恢复时间。但是，文献［５］给出

的可控性判定定理假设飞行器的转动惯量阵为对称阵（即

假设飞行器中心对称且质量分布均匀，因此转动轴之间的

交叉惯性积可忽略），并且给出的ＡＣＡＩ指标并没有反应转

动惯量等飞行器物理参数变化时系统状态范数可控度的变

化。因此，在设计飞行器时如果以ＡＣＡＩ指标最大为优化

目标去配置旋翼系统的参数会得到不合理的结论（举例说

明，飞行器动力系统不变，转动惯量变大，则系统改变状态

的能力变弱；然而由于动力系统没变，ＡＣＡＩ指标不变，这

是不合理的）。本文也是基于这个考虑，拟在已有ＡＣＡＩ指

标的基础上进一步改进，得到一种能够反映飞行器物理参

数变化对状态范数可控度影响且不依赖于恢复时间的指

标，进而可以基于这个指标进一步研究多旋翼飞行器的构

型自动化设计。

本文在文献［５］研究的基础上，针对转动惯量阵为非对

角阵（惯性积非零）的多旋翼飞行器进行分析，给出其正可

控性判定定理及其证明。在此基础上，进一步将文献［５］中

的ＡＣＡＩ指标扩展为可以描述飞行器状态可达范围的可控

度指标，并且通过对比仿真说明了本文所给出的可控度指

标能够反映飞行器转动惯量等物理参数对系统状态范数可

控度的影响。

需要说明的是，文献［５］中的主要结果在文献［１５ １６］

中均有涉及。本文所给出的可控性判定方法的证明思路与

可控度指标的计算方法虽然与文献［５］相似，但是本文的不

同之处在于：①当多旋翼的惯性积不可忽略时，重新推导和

证明了多旋翼的可控性判定定理，并在此基础上定义了一

个新的可控度指标；②本文给出的可控性指标计算方法并

未有特别大的不同，但是其物理意义出现了本质的变化，读

者可以在后文中的主要结论中看到，文献［５］给出的ＡＣＡＩ

指标度量的是多旋翼能够提供控制力和控制力矩的能力，

而本文所给出的指标可以用来度量多旋翼状态加速的能

力；③为了进一步说明两种结果的不同，本文在仿真中对这

两种指标进行了比较分析。本文的主要贡献如下：①针对

转动惯量阵为非对角阵的多旋翼飞行器，给出其可控性判

定定理；②针对转动惯量阵为非对角阵的多旋翼飞行器，给

出一种可控度指标用来度量飞行器可控的程度。

１　问题描述

１．１　多旋翼建模

多旋翼有很多种类型，比如四旋翼、六旋翼、八旋翼等，

本文的研究适用于大多数类型的多旋翼，因此后面给出理

论是并不特指某一种多旋翼。一般情况下，多旋翼在悬停

时其气动阻尼、陀螺力矩等可以忽略，其控制量为狀犘 个旋

翼提供的升力犳＝［犳１，…，犳狀犘］
Ｔ，通过改变不同旋翼的升力

来改变总升力狌狋和三轴控制力矩τ狓，τ狔，τ狕，进而实现飞行器

的姿态控制和高度控制。由于多旋翼飞行器的动力系统响应

一般很快，本文假设其动态特性可以忽略。根据文献［１６］，多

旋翼飞行器的非线性刚体运动方程表示为

狆＝狏

犿犪狏＝犿犪犵犲３－狌狋犚犲
３

Θ＝犠·ω

犑ω ＝－ω×犑ω＋犌犪＋狌

烅

烄

烆 τ

（１）

式中，飞行器的质量为犿犪；重力加速度为犵；狆＝［狓 狔 犺］Ｔ，

狏＝［狏狓 狏狔 狏犺］
Ｔ 分别为飞行器在惯性坐标系（与地球固

联的参考坐标系）中的位置和速度，狓，狔为水平方向的位

置，狏狓，狏狔 为水平方向的速度，犺和狏犺 为飞行器的高度和高

度方向的速度；Θ＝［ θ ］Ｔ 为姿态向量，，θ， 分别为

飞行器的滚转角、俯仰角和偏航角；ω＝［狆 狇 狉］Ｔ 为角速

度向量，狆，狇，狉分别为三轴角速度；犑∈犚
３×３为飞行器的机

体转动惯量阵，并不一定是对角阵，因此转动惯量阵［１７］应

该表示为

犑＝

犑狓狓 －犑狓狔 －犑狓狕

－犑狔狓 犑狔狔 －犑狔狕

－犑狕狓 －犑狕狔 犑

熿

燀

燄

燅狕狕

（２）

式中，犑狓，犑狔，犑狕 分别为飞行器在滚转、俯仰和偏航３个通

道上的转动惯量；犑中的其他元素为惯量积。矩阵犠∈

犚
３×３表示机体角速度ω与姿态角向量变化率Θ 之间的关

系，其表达式为

犠 ＝

１ ｔａｎθｓｉｎ ｔａｎθｃｏｓ

０ ｃｏｓ －ｓｉｎ

０ ｓｉｎ／ｃｏｓθ ｃｏｓ／ｃｏｓ

熿

燀

燄

燅θ

（３）

式中，陀螺力矩用犌犪 表示。犚犲
３
∈犚

３×１为与飞行器姿态角

相关的矩阵，其表达式为

犚犲
３
＝

ｓｉｎ ｓｉｎ＋ｃｏｓ ｓｉｎθｃｏｓ

－ｃｏｓ ｓｉｎ＋ｃｏｓｓｉｎθｓｉｎ

ｃｏｓθｃｏｓ

熿

燀

燄

燅

（４）

　　非线性系统的可控性分析比较复杂，其可控性度量问

题一直是研究领域的难点，而线性系统的可控性分析已经

有了非常简单成熟的方法。为了分析飞行器的可控性，本

文将飞行器非线性系统方程（１）进行简化。假设飞行器状

态在悬停状态的邻域内，则满足如下小角度假设以及总升

力假设
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ｓｉｎ≈，ｃｏｓ≈１，ｓｉｎθ≈θ，

ｃｏｓθ≈１，狌狋≈犿犪犵 （５）

　　此时，犠≈犐３，并且矩阵犚犲
３
变为

犚犲
３ ≈

ｓｉｎ ＋θｃｏｓ

－ｃｏｓ ＋θｓｉｎ

熿

燀

燄

燅１

（６）

进一步，假设飞行器处于悬停状态下，则可以忽略掉－ω×

犑ω＋犌犪 的影响，因此非线性系统方程（１）可以简化为

狆犾 ＝狏犾

犿犪狏犾 ＝－犿犪犵犃 Θ犾

犺＝狏犺

犿犪狏犺 ＝犿犪犵－狌狋

Θ＝ω

犑ω ＝狌

烅

烄

烆 τ

（７）

式中，狆犾＝［狓 狔］
Ｔ，狏犾＝［狏狓 狏狔］

Ｔ 表示飞行器水平位置和

水平方向速度；Θ犾＝［ θ］
Ｔ；矩阵犃 的表达式为

犃 ＝
ｓｉｎ ｃｏｓ

－ｃｏｓ ｓｉｎ
［ ］ （８）

　　从简化后的系统方程（７）可以看出，水平位置狆犾 和水

平速度狏犾主要通过改变滚转角和俯仰角来控制，而高度状

态犺，狏犺、姿态变量Θ，ω由旋翼提供的总升力和三轴力矩控

制。因此，分析可控性时可以不考虑水平位置和水平速度，

进而飞行器悬停姿态模型可以简化为

狓＝犃狓＋犅（狌犳－犵） （９）

式中，狓∈犚
８ 为状态向量；犃∈犚

８×８，犅∈犚
８×４为实数矩阵；犵∈

犚
４ 为飞行器的重力加速度向量；狌犳∈犚

４ 为总的控制力和力

矩向量。且

狓＝ ［犺  θ 狏犺 狆 狇 狉］Ｔ ∈犚
８

狌犳 ＝ ［狌狋 τ狓 τ狔 τ狕］
Ｔ
∈犚

４

犵＝ ［犿犪犵 ０ ０ ０］Ｔ ∈犚
４

犃＝
０４×４ 犐４

０４×４ ０４×
［ ］

４

∈犚
８×８

犅＝
０４×４

犑－１
［ ］

犳

∈犚
８×４

犑犳 ＝
－犿犪 ０１×３

０３×１
［ ］

犑
∈犚

４×

烅

烄

烆

４

（１０）

　　由于多旋翼飞行器的直接控制量是犳，力和力矩向量

狌犳 的表达式为

狌犳 ＝犎（η１，…，η狀犘）犳 （１１）

式中，犎为与狀犘 个旋翼的效率系数η１，…，η狀犘 相关的控制

效率矩阵（具体参考文献［５］），如果η１＝０表示１号电机失

效，如果η１＝０．５表示１号电机效率降低为５０％，如果η１＝１

表示１号电机健康。假设每个旋翼能够提供的最大升力为

犓犻，即犳犻∈［０，犓犻］，犻＝１，…，狀犘，则控制量犳所受的约束其

表达式为

犳∈犝犳 ＝ ｛犳狘犳犻∈ ［０，犓犻］，犻＝１，…，狀犘｝ （１２）

　　因此，狌犳 所受的约束Ω 为

Ω＝ ｛狌犳狘狌犳 ＝犎犳，犳∈犝犳｝犚
４ （１３）

从而，控制量狌＝狌犳－犵所受的约束犝 为

犝 ＝ ｛狌狘狌＝狌犳－犵，狌犳 ∈Ω｝犚
４ （１４）

１．２　准备知识

根据文献［５］的研究结果，当犑为对角阵，即犑＝ｄｉａｇ（犑狓，

犑狔，犑狕）∈犚
３×３时，有以下结论。

定理１　多旋翼系统（９）可控的充要条件是：

（１）ｒａｎｋ犆（犃，犅）＝８，其中

犆（犃，犅）＝ ［犅　犃犅　…　犃
７犅］ （１５）

　　（２）不存在犃
Ｔ 的实特征向量狏使得狏Ｔ犅狌≤０对所有

的狌∈犝 成立。

为了验证定理１中的条件（２），文献［５］定义了下列

指标：

ρ（α，Ω）
ｍｉｎ｛‖α－β‖：α∈Ω，β∈Ω｝

－ｍｉｎ｛‖α－β‖：α∈Ω
犆，β∈Ω

烅
烄

烆 ｝
（１６）

式中，Ω是集合Ω 的边界，而Ω
犆 是集合Ω 的补集。如果

ρ（α，Ω）≤０，那么α∈Ω
犆
∪Ω，表明α不是Ω 的一个内点。

反之，则α是Ω 的一个内点。根据式（１６），对于系统（９）来

说，重力向量犵通常是确定的。如果当前系统的控制能力

能够使得犵是Ω 的内点（直观的说，就是系统控制量能够在

补偿重力后还有一定的余量），则定义一个指标

ρ（犵，Ω）＝ｍｉｎ｛‖犵－狌犳‖，狌犳 ∈Ω｝ （１７）

并且ρ（犵，Ω）可以看作是控制量可达集Ω内部以犵为球心

的最大内接球的半径。假设Ω为图１所示的二维不规则图

形，犵为Ω 内一点。如图１所示，ρ（犵，Ω）为二维不规则图

形内以犵为中心的最小内接圆的半径。在实际中，ρ（犵，Ω）

是系统能够在所有方向产生的拉力／力矩的最大值，即飞行

器通过改变旋翼的升力来产生飞行器总升力狌狋 和三轴控

制力矩τ狓，τ狔，τ狕 时，系统在升力方向或三轴控制力矩方向

上都可以产生的至少为ρ（犵，Ω）的最大作用力（或力矩）。

因此，它是保证多旋翼系统在有旋翼系统故障／失效时的可

控性的一个重要指标。因此，指标ρ（犵，Ω）可以看作系统（９）

的剩余控制能力指标（即ＡＣＡＩ）。

图１　点犵距离集合Ω 边界的距离

Ｆｉｇ．１　Ｄｉｓｔａｎｃｅｆｒｏｍ犵ｔｏｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｏｆΩ

引理１　对系统（９）来说，下列３个命题等价：

（１）不存在犃Ｔ 的实特征向量狏使得狏Ｔ犅狌≤０对所有

的狌∈犝 成立或者使得狏
Ｔ犅（狌犳－犵）≤０对所有的狌犳∈Ω

成立；
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（２）犵是Ω 的内点；

（３）ρ（犵，Ω）＞０。

定理２　系统（９）可控的充要条件是ρ（犵，Ω）＞０。

本文将在以上结果的基础上，进一步研究多旋翼飞行

器的可控性问题。

１．３　本文的目标

由于文献［５］在证明引理１时依赖假设条件：犑＝ｄｉａｇ（犑狓，

犑狔，犑狕）∈犚
３×３。当该假设条件不成立时，前面给出的基础

知识不一定适用，需要重新证明和推导，才能保证其正确性

和适用性。因此，本文的主要目标是研究犑不一定是对角阵

时系统（９）的可控性判定理论及其可控性的定量化度量方法。

２　主要结果及其证明

为了研究犑不一定是对角阵时系统（９）的可控性问题，

本文将系统（９）改写为

狓＝犃狓＋犅０（犑
－１
犳狌犳－犑

－１
犳犵） （１８）

其中

犅０ ＝
０４×４

犐

熿

燀

燄

燅４
（１９）

　　令狌
犑
犳＝犑

－１
犳狌犳，犵犑＝犑

－１
犳 犵，狌犑＝犑

－１
犳狌犳－犑

－１
犳 犵，则狌

犑
犳
受到

如下约束：

Ω犑 ＝ ｛狌
犑
犳狘狌

犑
犳 ＝犑

－１
犳犎犳，犳∈犝犳｝犚

４ （２０）

狌犑 受到如下约束：

犝犑 ＝ ｛狌犑狘狌犑 ＝犑
－１
犳狌犳－犑

－１
犳犵，狌犳 ∈Ω｝犚

４ （２１）

２．１　可控性判定

根据文献［５］的内容，为了让本文自包含，首先引入下

列引理。

引理２　如果集合Ω是集合犚
４ 中的一个非空凸集合，

狌０ 不是集合Ω犑 的一个内点，那么存在非零向量犽使得

犽Ｔ（狌－狌０）≤０对任意的狌∈犮犾（Ω）都成立，其中犮犾（Ω）是集

合Ω的闭包
［１８］。

由于文献［５］只有在证明引理１的条件（１）条件（２）

时用到了犑＝ｄｉａｇ（犑狓，犑狔，犑狕）∈犚
３×３，所以定理１不依赖于

犑为对角阵的假设。可以直接给出下列结论。

引理３　对系统（１８）来说，下列３个条件等价：

（１）不存在犃Ｔ 的实特征向量狏使得狏Ｔ犅０狌犑≤０对所有

的狌犑∈犝犑 成立或者使得狏
Ｔ犅０（狌

犑
犳－犵犑）≤０对所有的狌

犑
犳∈

Ω犑 成立；

（２）犵犑 是Ω犑 的内点；

（３）ρ（犵犑，Ω犑）＞０。

此引理的证明可以通过以下步骤形成（这里的证明参

考了文献［５］的证明思路）：

步骤１　首先，证明条件（１）条件（２）。这里，采用反

证法，即假设犵犑 不是集合Ω犑 的一个内点。由于矩阵犃的

简单形式，很容易可以知道矩阵犃Ｔ 的特征值全为０。通过

求解线性方程犃Ｔ狏＝０，矩阵犃Ｔ 的所有特征向量可以由下

式表示：

狏＝ ［０　０　０　０　犽１　犽２　犽３　犽４］
Ｔ （２２）

式中，狏≠０，犽＝［犽１　犽２　犽３　犽４］
Ｔ
∈犚

４，并且犽≠０。所以

可得

狏Ｔ犅０狌犑 ＝犽
Ｔ狌犑 ＝犽

Ｔ犑－１犳狌 （２３）

　　根据引理２，如果犵犑 不是集合Ω犑 的一个内点，则狌犑＝

０不是集合犝犑 的一个内点。所以，存在一个非零向量犽狌＝

［犽狌１　犽狌２　犽狌３　犽狌４］
Ｔ 使得下列不等式：

犽Ｔ狌狌犑 ＝犽
Ｔ
狌犑

－１
犳狌≤０ （２４）

　　对所有的狌犑∈犝犑 成立，即对所有的狌∈犝 成立。令

犽＝犽狌 （２５）

则根据式（１０）、式（２２）～式（２４），则

狏Ｔ犅狌＝犽
Ｔ犑－１犳狌＝犽

Ｔ
狌犑

－１
犳狌≤０ （２６）

对所有的狌∈犝 成立，这与定理１矛盾。所以，条件（１）条

件（２）得证。

步骤２　其次，证明条件（２）条件（１）。式（２２）给出

了矩阵犃Ｔ 的所有特征向量。因此，根据式（１８）和式（２２），

则有

狏Ｔ犅０狌犑 ＝犽
Ｔ狌犑 （２７）

式中，犽≠０。因此，下列两个命题是等价的：

（１）不存在方程（２２）所示的非零的狏∈犚
８，使得狏Ｔ犅０狌犑≤０

对所有的狌犑∈犝犑 成立；

（２）不存在非零向量犽∈犚
４ 使得犽Ｔ狌犑≤０对所有的狌犑∈

犝犑 成立。

如果条件（２）成立，那么狌犑＝０是集合犝犑 的内点，因此集

合犝犑 中存在一个围绕点狌犑＝０的邻域 !

（０，狌狉），其中狌狉＞０是

一个很小的常数。这里将采用反证法来证明。假设条

件（１）不成立，那么存在一个非零向量犽≠０使得犽
Ｔ狌犑≤０

对所有的狌犑∈犝犑 成立。不失一般性，假设犽＝［犽１　　

］
Ｔ，其中犽１≠０，表示任意实数。令狌１＝［ε　０　０　０］

Ｔ，

狌２＝［－ε　０　０　０］
Ｔ，其中ε＞０。如果ε＞０足够小，那么

狌１，狌２∈!

（０，狌狉）。由于犽
Ｔ狌犑≤０对所有的狌犑∈!

（０，狌狉）成

立，所以有犽Ｔ狌１≤０，犽
Ｔ狌２≤０。根据方程（１０）和（１８），则有

－犽１ε≤０，犽１ε≤０ （２８）

根据式（２８），可以推导出犽１＝０，这与犽１≠０矛盾，因此条件（１）

成立。

步骤３　最后，证明条件（２）条件（３）：根据ρ（犵犑，Ω犑）

的定义，如果ρ（犵犑，Ω犑）≤０，那么犵犑 不是集合Ω犑 的内点；

如果ρ（犵犑，Ω犑）＞０，则犵犑 是集合Ω犑 的内点。

由于转动惯量阵犑犳 是非奇异的，所以引理３中的３个

条件与引理１中的３个条件实际上是一致的。但是，引理３

的描述能够为后文提出新的可控度指标做铺垫，且引理３

能够将犑犳 的变化对系统可控度的影响考虑进去，更贴合实

际应用需要。

在定理１和引理３的基础上，可以直接得到下列结论。

定理３　系统（１８）可控的充要条件是ρ（犵犑，Ω犑）＞０。

证明　根据文献［５］，由于犃，犅０ 矩阵的简单形式，系统（１８）

满足定理１中的条件（１）。而由引理３，定理１中的条件（２）

等价于引理３中的条件（３）。因此，系统（１８）可控的充要条
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件是ρ（犵犑，Ω犑）＞０。 证毕

２．２　可控度定义及其计算

根据定理３，系统（１８）是否可控与指标ρ（犵犑，Ω犑）是否

大于０等价。因此，可以直观地将ρ（犵犑，Ω犑）看作系统（１８）

的可控度指标

定义１　系统（１８）的可控度定义为ρ（犵犑，Ω犑）。

显然，ρ（犵犑，Ω犑）越大，犵犑 距离Ω犑 的边界越远，可以认

为系统的可控程度越高。反之，则认为系统可控的程度越

低。如果ρ（犵犑，Ω犑）＝０，则系统不可控。根据定义（１６）以

及系统模型（１８），可以发现ρ（犵犑，Ω犑）实际上是系统状态

导数狏犺，狆，狇，狉可以到达的集合的边界到原点的最小距离，

可以用来表征系统状态能够“加速”的能力，其数值表示飞

行器通过改变旋翼升力来控制系统状态时，在高度方向或

三轴姿态方向上都可以产生至少为ρ（犵犑，Ω犑）的最大加速

度（或角加速度），与状态范数可控度更贴近。

由于ρ（犵犑，Ω犑）与ρ（犵，Ω）相比只是在犵和Ω的基础上

基于矩阵犑犳 进行了线性变换，且犑犳 非奇异，所以ρ（犵犑，Ω犑）

的计算方法与ρ（犵，Ω）相似。鉴于此，本文不再给出ρ（犵犑，

Ω犑）计算方法的详细推导过程，而是根据文献［５］直接给

出ρ（犵犑，Ω犑）的计算方法如下：

定理４　令犅犑＝犑
－１
犳 犎，如果ｒａｎｋ（犅犑）＝４，那么指标ρ（犵犑，

Ω犑）可以由下式给出

ρ（犵犑，Ω犑）＝ｍｉｎ（犱１，犱２，…，犱狊犿） （２９）

如果ｒａｎｋ（犅１．犼）＜３，则犱犼＝＋∞，犼＝１，…，狊犿；而如果

ｒａｎｋ（犅１．犼）＝３，则

犱犼 ＝
１

２
ｓｉｇｎ（ξ

Ｔ
犼犅２，犼）Λ犼（ξ

Ｔ
犼犅２，犼）

Ｔ
－狘ξ

Ｔ
犼
（狌犳犮 －犵犑）狘

犼＝１，…，狊犿 （３０）

式中，狌犳犮为约束集Ω犑 的中心点；向量ξ犼∈犚
４ 满足

ξ
Ｔ
犼犅１，犼 ＝０，‖ξ犼‖ ＝１ （３１）

式中，矩阵犅１．犼∈犚
４×３由矩阵犅犑 的任意三列组成，而矩阵

犅２，犼∈犚
４×（狀

犘
－３）为矩阵犅犑 中去除犅１．犼剩下的狀犘－３列组成。

矩阵犅１．犼和犅２，犼的组合一共有狊犿 种，且

狊犿 ＝
狀犘！

（狀犘－３）！３！
（３２）

　　由于指标ρ（犵犑，Ω犑）与定理２中指标ρ（犵，Ω）的相似

性，读者可以参考文献［１９］给出的ρ（犵，Ω）的计算工具箱，

工具箱稍作修改即可用来计算ρ（犵犑，Ω犑）。

２．３　应用分析

可控度在实际工程中可以用在飞行器设计、控制以及

性能评估问题中，文献中已有不少研究［１２，２０］。如果只是

用可控度来判断系统的可控性，则已有的研究基本都能满

足要求。但是基于可控度来进行飞行器的构型设计［２１２２］

时，就需要考虑飞行器惯量积等物理参数变化对可控度的

影响。举例说明，如图２所示的复合六旋翼飞行器，由中

间２个共轴双旋翼以及周围４个单旋翼共同控制。但是，

在实际构型设计中会需要分析共轴旋翼与４个单旋翼不

同配置对系统控制能力的影响，如果周围的旋翼系统重量

变大，机体转动惯量等物理参数会相应改变。在这种情况

下，就需要一种能够反映这些物理参数对系统控制能力影

响的指标来优化构型设计。状态范数可控度可以用来进

行构型设计优化，但是它依赖恢复时间，且随着离散点划

分精细程度，其计算量会急剧增大。本文给出的新的可控

度指标ρ（犵犑，Ω犑）正是应此需要而提出，既可以反应转动

惯量等物理参数对系统可控度的影响，又不依赖于恢复

时间。

图２　复合六旋翼飞行器

Ｆｉｇ．２　Ａｃｏｍｐｏｕｎｄｈｅｘａｃｏｐｔｅｒ

３　仿真结果

为了验证本文所提的可控度指标ρ（犵犑，Ω犑）的有效性

以及与文献［５］中所提的ＡＣＡＩ指标相比ρ（犵犑，Ω犑）的优势，

论文在本部分将分别利用这两个指标（后文中用ＡＣＡＩ１代

指ρ（犵，Ω），用ＡＣＡＩ２代指ρ（犵犑，Ω犑））来分析一类常见

的六旋翼飞行器（ＰＮＰＮＰＮ构型，如图３所示，轴与轴之间

的夹角为π／３）的可控性。飞行器物理参数如表１所示。

图３　ＰＮＰＮＰＮ构型六旋翼飞行器

Ｆｉｇ．３　ＰＮＰＮＰＮｈｅｘａｃｏｐｔｅｒ

表１　犘犖犘犖犘犖六旋翼物理参数

犜犪犫犾犲１　犘犺狔狊犻犮犪犾狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊犳狅狉狋犺犲犘犖犘犖犘犖犺犲狓犪犮狅狆狋犲狉

参数 数值 单位

犿犪 １．５３５ ｋｇ

犵 ９．８０ ｍ／ｓ２

狉犻，犻＝１，…，６ ０．２７５ ｍ

犓犻，犻＝１，…，６ ６．１２５ Ｎ

犑狓 ０．０４１１ ｋｇ·ｍ２

犑狔 ０．０４７８ ｋｇ·ｍ２

犑狕 ０．０５９９ ｋｇ·ｍ２

犽μ ０．１ －
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下面分别对两种情况进行仿真：

（１）飞行器旋翼无故障以及１号旋翼效率降低为无故

障时的８０％、６０％、４０％、２０％、０％（即完全失效）时，分别利

用 ＡＣＡＩ１ 和 ＡＣＡＩ２ 来验证飞行器的可控性。如果

ＡＣＡＩ２有效，则其可控性验证结果应该与 ＡＣＡＩ１一致，

唯一的区别在于指标值大小不同。

（２）将特定质量的负载（假设其体积可以忽略，看作质

量元）放到飞行器的不同位置处，计算并分析 ＡＣＡＩ１和

ＡＣＡＩ２的变化情况。基于前面的理论结果，ＡＣＡＩ１应该

是不随质量元的位置而改变，而 ＡＣＡＩ２则能相应反应出

质量元对飞行器控制性能的影响。

３．１　仿真１：旋翼失效

鉴于六旋翼飞行器动力系统的对称性，在本次仿真中

分别分析旋翼无故障以及１号旋翼效率降低为无故障时的

８０％、６０％、４０％、２０％、０％（即完全失效）时飞行器的可控

性，仿真结果如表２所示。从表中可以看出，ＡＣＡＩ１和

ＡＣＡＩ２的验证结果一致，并且均随着１号旋翼效率降低而

变小，唯一的区别就是飞行器可控时两者数值大小不同。

这说明了本文所提的ＡＣＡＩ２指标在验证可控性这个功能

上与ＡＣＡＩ１是一致的，而且与文献［５］的结论一致。

表２　犘犖犘犖犘犖六旋翼在一个旋翼失效时的可控性

犜犪犫犾犲２　犆狅狀狋狉狅犾犾犪犫犻犾犻狋狔狅犳狋犺犲犘犖犘犖犘犖犺犲狓犪犮狅狆狋犲狉狑犻狋犺

狅狀犲狉狅狋狅狉犳犪犻犾狌狉犲　　　　　　　　　

旋翼失效 ＡＣＡＩ１ ＡＣＡＩ２ 可控性

正常 １．４８６１ ８．２８９６ 可控

η１＝０．８ １．１８８８ ６．８０２７ 可控

η１＝０．６ ０．８９１６ ５．３１５８ 可控

η１＝０．４ ０．５９４４ ３．８２８９ 可控

η１＝０．２ ０．２９７２ ２．３４２０ 可控

η１＝０ ０ ０ 不可控

３．２　仿真２：施加负载

在本次仿真中，将质量为Δ犿＝０．２ｋｇ（即２００ｇ）的负

载（假设其体积可以忽略，看作质量元）沿着图２飞行器的

２号旋翼与５号旋翼的电机轴线移动。图２中，犗犐－犲狓犲狔犲狕

为地面坐标系，犗犫－犲１犲２犲３ 为机体坐标系。假设质量元从

原点犗犫 开始向２号旋翼转动轴移动，每次移动距离为２号

旋翼机臂长度的１／５，即０．０５５ｍ。假设质量元在电机轴上

到原点犗犫 的距离为犾，通过计算可知犑犳 随犾变化而变化的

情况为

犑＝

０．０４１１＋
３

４
犾２Δ犿 －

槡３
４
犾２Δ犿 －

１

２
犾２Δ犿

－
槡３
４
犾２Δ犿 ０．０４７８＋

１

４
犾２Δ犿 －

槡３
２
犾２Δ犿

－
１

２
犾２Δ犿 －

槡３
２
犾２Δ犿 ０．０５９９＋犾

２
Δ

熿

燀

燄

燅
犿

犑犳 ＝
－犿犪－Δ犿 ０１×３

０３×１

熿

燀

燄

燅犑
∈犚

４×

烅

烄

烆

４

（３３）

　　根据犑犳 随着质量元位置的变化，分别计算两个指标

ＡＣＡＩ１和ＡＣＡＩ２，结果如表３所示。为了表明两种指标

与状态范数可控度的关系，表中也给出了状态范数可控度

的计算结果（用ＤｏＣ表示，采用文献［２３］给出的状态范数

可控度计算方法，恢复时间设置为０．４ｓ，离散时间设置为

０．１ｓ）。从表３可以看出，ＡＣＡＩ１不随ｌ的变化而改变，而

ＡＣＡＩ２却能反应出飞行器可控度随着犾的增大而减小，更

贴合实际情况，与状态范数可控度的变化趋势一致。因此，

本文提出的指标（ＡＣＡＩ２）可以更好地反映飞行器转动惯

量变化时的可控度变化情况。

通过仿真１和仿真２的结果，可以发现本文所提出的

可控性度量指标ρ（犵犑，Ω犑）不仅能够反应飞行器旋翼系统

故障／失效时的可控性及其可控度情况，而且能够反应飞行

器质量分布不均导致的转动惯量变化时的可控性以及可控

度变化情况。与文献［５］中所提的ＡＣＡＩ指标相比，本文所

提的指标更有效且更贴近实际应用需求。

表３　两种犃犆犃犐指标以及犇狅犆随犑犳 的变化情况

犜犪犫犾犲３　犞犪犾狌犲狅犳狋犺犲狋狑狅犃犆犃犐狊犪狀犱狋犺犲犇狅犆犮狅狉狉犲狊狆狅狀犱犻狀犵狋狅

犱犻犳犳犲狉犲狀狋犑犳　　　　　　　　　　　　　　

犾／ｍ ＡＣＡＩ１ ＡＣＡＩ２ ＤｏＣ

０ １．４８６１ ３．９８４８ ０．３７４０

０．０５５ １．４８６１ ３．９４５５ ０．３７３６

０．１１ １．４８６１ ３．９３２２ ０．３７２３

０．１６５ １．４８６１ ３．９０８７ ０．３７０１

０．２２ １．４８６１ ３．８７３１ ０．３６６７

０．２７５ １．４８６１ ３．８２３１ ０．３６２０

４　结　论

针对多旋翼飞行器的可控性问题，本文在已有研究的

基础上研究和分析了多旋翼飞行器在由于外加负载而导致

其质量分布不对称时的可控性变化。给出了多旋翼飞行器

可控性判定方法，并在此基础上进一步提出了一种新的多

旋翼飞行器可控性度量指标。与文献中已有指标相比，本
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文所提的指标不仅能够实现已有指标的功能，而且还能够

反应飞行器转动惯量等物理参数对其可控度的影响。最

后，仿真结果表明了本文所给出的可控性分析方法以及可

控性度量指标的有效性。
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